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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu tính đan rối, định
lượng độ rối và viễn tải lượng tử với trạng thái hai mode kết hợp SU(1,1)
thêm một và bớt một photon. Kết quả thu được là trạng thái hai mode
kết hợp SU(1,1) thêm một và bớt một photon thể hiện tính đan rối theo
tiêu chuẩn đan rối Hillery-Zubairy. Ngoài ra, trạng thái này còn thể hiện
tính chất đan rối cao theo tiêu chuẩn định lượng độ rối Độ đồng quy.
Khi sử dụng trạng thái hai mode kết hợp SU(1,1) thêm một và bớt một
photon làm nguồn đan rối để viễn tải một trạng thái kết hợp, chúng tôi
nhận thấy rằng quá trình viễn tải thành công với độ trung thực trung
bình Fav thỏa mãn điều kiện viễn tải Fav ≥ 0.5.
Từ khóa: Trạng thái hai mode kết hợp, Tính chất đan rối, Viễn tải
lượng tử

GIỚI THIỆU

Ngày nay, cùng với sự phát triển mạnh mẽ của khoa học kỹ thuật, trong lĩnh vực công
nghệ thông tin, làm thế nào để truyền tín hiệu đi xa mà vẫn đảm bảo tính lọc lựa cao và
giảm được thăng giáng đến mức thấp nhất là vấn đề cấp thiết cho các nhà vật lý lý thuyết
cũng như thực nghiệm. Trong đó, rối lượng tử và viễn tải lượng tử là nguồn tài nguyên có
giá trị đáp ứng cho yêu cầu này.
Trạng thái hai mode kết hợp SU(1, 1) được định nghĩa như sau [1]

|ϕ〉ab = |ξ, q〉ab = (1− |ξ|2)
1+q
2

∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]1/2
ξn|n+ q, n〉ab, (1)

trong đó ξ = − tanh(θ/2) exp(−iϕ); (θ/2) = r với θ rất bé. Từ (1), chúng tôi đưa ra một
trạng thái phi cổ điển mới bằng cách thêm một và bớt một photon lên trạng thái hai mode
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kết hợp SU(1,1) như sau:

|ψab〉 = N (a+ + b)|ξ, q〉ab, (2)

trong đó N là hệ số chuẩn hóa. Khi khai triển thông qua trạng thái Fock, hệ số chuẩn hóa
N có dạng

N =

([
1− |ξ|2

]1+q
)− 1

2

( ∞∑
n=0

(2n+ q + 1)
(n+ q)!

n!q!
|ξ|2n

)− 1
2

+

([
1− |ξ|2

]1+q
)− 1

2

( ∞∑
n=1

(n+ q)
(n+ q − 1)!

(n− 1)!q!
|ξ|2n 1

ξ∗

)− 1
2

+
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1− |ξ|2

]1+q
)− 1

2

( ∞∑
n=0

(n+ q + 1)
(n+ q)!

n!q!
|ξ|2n ξ∗

)− 1
2

.

Trong bài báo này, chúng tôi tiến hành khảo sát tính đan rối của trạng thái hai mode kết
hợp SU(1,1) thêm một và bớt một photon. Sau đó tiến hành viễn tải lượng tử một trạng
thái kết hợp với trạng thái này và đánh giá sự thành công của quá trình viễn tải thông
qua độ trung thực trung bình. Các kết quả thu được sẽ được chúng tôi biện luận chi tiết
ở phần kết luận.

1 NGHIÊN CỨU TÍNH ĐAN RỐI VÀ ĐỊNH LƯỢNG ĐỘ RỐI

Chúng tôi sử dụng tiêu chuẩn đan rối Hillery-Zubairy [2] để nghiên cứu tính đan rối của
trạng thái hai mode kết hợp SU (1,1) thêm một và bớt một photon. Theo tiêu chuẩn đan
rối Hillery-Zubairy, một trạng thái được gọi là đan rối nếu thỏa mãn bất đẳng thức sau〈(

â†
)m

(â)m
〉〈(

b̂†
)n(

b̂
)n〉

<
∣∣∣〈(â)m

(
b̂†
)n〉∣∣∣2. (3)

Sử dụng tiêu chuẩn (3), đặt m = n = l và để thuận lợi cho việc nghiên cứu chúng tôi đưa
vào tham số đan rối R1 dưới dạng

R1 =

〈(
â†
)l

(â)l
〉〈(

b̂†
)l(

b̂
)l〉
−
∣∣∣∣〈(â)l

(
b̂†
)l〉∣∣∣∣2. (4)

Khi đó, theo bất đẳng thức (3) ta thấy rằng một trạng thái là đan rối nếu thỏa mãn R1 < 0

và R1 càng âm thì mức độ đan rối càng tăng. Chúng tôi thực hiện tính toán các đại lượng
trong biểu thức (4) và để thuận tiện cho việc khảo sát chúng tôi đặt ϕ = 0, θ = 2r, với θ
rất bé, ta được ξ = − tanh r. Sau đó thay ξ = − tanh r vào biểu thức (4) ta thu được kết
quả

R1 = N 2(1− (tanh r)2)
(1+q)

∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]
(tanh r)2n
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∞∑
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Hình 1: Sự phụ thuộc của tham số đan rối R1 vào r với giá trị q = 1, 2, 3. Các giá trị q được chọn
theo thứ tự tương ứng với đường liền nét, đường chấm chấm và đường đứt nét.

Đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của tham số đan rối R1 vào r, với nằm trong đoạn 0 ≤ r ≤ 2,
với q = 1 ứng với đường liền nét, q = 2 ứng với đường chấm chấm, q = 3 ứng với đường đứt
nét. Chúng ta nhận thấy rằng, khi q tăng thì giá trị R1 càng âm, điều đó chứng tỏ trạng
thái này càng rối. Hơn nữa, mỗi đường cong đều có dạng đi xuống cho thấy mức độ đan
rối tăng mạnh khi r tăng. Tuy nhiên, với giá trị bé của biên độ kết hợp thì có một vùng
nhỏ chưa đan rối. Có thể nói, tiêu chuẩn đan rối Hillery-Zubairy tập trung vào việc không
chia tách được của các hệ đa mode theo phương diện "số photon". Các kết quả khảo sát
của chúng tôi đã thể hiện rằng trạng thái hai mode kết hợp SU(1,1) được thêm một và bớt
một photon có đan rối theo phương diện này. Vậy trạng thái hai mode kết hợp SU(1,1)
thêm một và bớt một photon là trạng thái đan rối theo tiêu chuẩn đan rối Hillery-Zubairy
bậc cao, nên trạng thái này có thể làm nguồn rối cho quá trình viễn tải lượng tử một trạng
thái kết hợp. Tuy nhiên, khi độ rối chỉ mới được đánh giá thông qua tiêu chuẩn đan rối
Hillery-Zubairy thì rất cần thiết phải kiểm tra lại các kết quả thu được một lần nữa bằng
một phương pháp khác độc lập với cách trên. Vì lý do đó, chúng tôi sẽ định lượng độ rối
bằng tiêu chuẩn Độ đồng quy. Theo tiêu chuẩn Độ đồng quy [3], ta có trạng thái hai mode
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a và b được đưa ra dưới dạng

|Ψ〉ab = N [µ |η〉a |γ〉b + υ |ζ〉a |δ〉b] , (6)

trong đó N là hệ số chuẩn hóa; µ, υ là số phức; ζ, η , γ , δ là các trạng thái đã được chuẩn
hóa của hai mode a và b. Từ đó, ta định nghĩa độ đồng quy

C =
2|µ||υ|

√
(1− |P1

2|)((1− |P2
2|)

|µ|2 + |υ|2 +Re(µ∗υP1P2
∗)

, (7)

trong đó P1 = a 〈η|ζ〉a , P2 = b 〈δ|γ〉b. Trạng thái |Ψ〉ab là đan rối nếu C > 0 và đạt giá trị
đan rối cực đại nếu C = 1. Khi áp dụng cho trạng thái hai mode kết hợp SU(1,1) thêm
một và bớt một photon, ta thu được của độ đồng quy có dạng

C =
2|
√
N1||
√
N2|
√

(1− |P1
2|)

N1 +N2
, (8)

trong đó

N1 = (1− |ξ|2)1+q
∞∑
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[
(n+ q)!

n!q!

]
|ξ|2n(n+ q + 1),

N2 = (1− |ξ|2)1+q
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]
|ξ|2nn,

P1 =
1√
N1N2

(1− |ξ|2)1+q
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]
(n+ q − 1)!

(n− 1)!q!

√
n(n+ q)ξnξ∗(n−1).
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Hình 2: Sự phụ thuộc của độ đồng quy C vào r với các giá trị q = 1 ứng với đường liền nét, q = 2

ứng với đường đứt nét.

Sự phụ thuộc của độ đồng quy C theo biên độ kết hợp r được thể hiện trong hình 2. Nhìn
vào đồ thị hình 2 ta thấy độ đồng quy C có giá trị trong khoảng từ 0 đến 1. Vì vậy trạng
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thái hai mode kết hợp SU(1,1) thêm một và bớt một photon là trạng thái đan rối thỏa
mãn tiêu chuẩn Độ đồng quy. Khi r càng lớn thì C càng gần với 1, như vậy tính chất đan
rối càng thể hiện rõ hơn khi r càng cao. Có những điều thú vị ở các kết quả khảo sát của
chúng tôi khi so sánh tiêu chuẩn này với tiêu chuẩn Hillery-Zubairy. Thứ nhất, khi q tăng
thì C giảm nhưng không đáng kể (trong miền r lớn) nên sự tăng lên của tham số q đã làm
giảm biểu hiện của tính chất đan rối theo tiêu chuẩn độ đồng quy. Thứ hai, khi r nhỏ,
trạng thái được xét không biểu hiện tính đan rối theo các tiêu chuẩn này.

2 KHẢO SÁT QUÁ TRÌNH VIỄN TẢI LƯỢNG TỬ

Trạng thái hai mode kết hợp SU (1,1) thêm một và bớt một photon là một trạng thái đan
rối nên có thể sử dụng nó cho quá trình viễn tải lượng tử một trạng thái kết hợp.
Theo mô hình viễn tải của Agarwal và Gasbris [4], bên gửi thông tin là Alice và bên nhận
thông tin là Bob. Trạng thái 2 mode kết hợp SU(1,1) thêm một và bớt một photon có hai
mode a và b, trong đó mode a được đưa tới Alice và mode b được đưa tới Bob, trạng thái
được viễn tải là trạng thái kết hợp |γ〉c tương ứng với mode c được đưa vào Alice. Tại nơi
gởi thông tin, đầu tiên Alice sẽ thực hiện việc tổ hợp trạng thái |γ〉c và |Ψ〉ab trở thành
một trạng thái 3 mode dưới dạng

|Ψ〉abc = |Ψ〉
ab
|γ〉c

= N
(
1− |ξ|2

) 1+q
2 ξn

√
n+ q + 1 |n+ q + 1, n〉ab |γ〉c

+N
(
1− |ξ|2

) 1+q
2 ξn
√
n |n+ q, n− 1〉ab |γ〉c . (9)

Tiếp theo Alice thực hiện 1 phép đo trạng thái Bell tổ hợp trên 2 mode a và c để đo thông
tin về mức độ đan rối giữa |γ〉c và |Ψ〉ab dựa trên 2 mode a và c.
Trạng thái Bell được biểu diễn qua trạng thái Fock như sau

|B (X,P )〉ac =
2√
Π

∞∑
k=0

Dc (2A) |k, k〉ac. (10)

Khi phép đo tổ hợp hoàn thành, trạng thái tích |Ψ〉abc chuyển sang trạng thái mới. Do
Bob và Alice cùng chia sẽ trạng thái đan rối nên Bob có trạng thái sau khi biến đổi như
sau:

|Ψ〉B =
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n+ q + 1

(|γ − 2A|)n+q+1√
(n+ q + 1)!

|n〉b

+
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n

(|γ − 2A|)n+q√
(n+ q)!

|n− 1〉b . (11)
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Bây giờ, bên Bob tồn tại trạng thái tương ứng với mode b chứa các thông tin về mode c.
Bob thực hiện phép dịch chuyển D̂ (gβ) để xây dựng lại trạng thái được viễn tải ban đầu
|γ〉c , với g là hệ số điều khiển mà Bob dùng để hoàn thiện độ trung thực của quá trình
viễn tải. Từ đó, trạng thái cuối cùng thu được trong quá trình viễn tải là

|Ψ〉out =
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n+ q + 1

(|γ − 2A|)n+q+1√
(n+ q + 1)!

D̂ (g2A) |n〉b

+
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n

(|γ − 2A|)n+q√
(n+ q)!

D̂ (g2A) |n− 1〉b . (12)

Đến thời điểm này quá trình viễn tải đã hoàn thành và để đánh giá mức độ thành công
của quá trình viễn tải chúng ta phải dựa vào độ trung thực trung bình Fav

Fav =

∫
|〈γ|Ψ〉out|

2d2A. (13)

Thực hiện tính toán và chúng tôi có

|〈γ|Ψ〉out| =
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n+ q + 1
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(n+ q + 1)!

〈
γ
∣∣D̂ (g2A)

∣∣n〉
b

+
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp (A∗γ −Aγ∗) exp

(
−1

2
|γ − 2A|2

)
×
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

] 1
2

ξn
√
n

(|γ − 2A|)n+q√
(n+ q)!

〈
γ
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〉
b
. (14)

Từ trên ta suy ra được

〈γ|Ψ〉∗out =
2√
π
N (1− |ξ|2)(

1+q
2 ) exp

[
−1

2

(
|γ − 2A|2 + |γ − g2A|2

)]
× exp [(g − 1)(γA∗ − γ∗A)]

∞∑
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[
(m+ q)!

m!q!

] 1
2

ξ∗m
√
m+ q + 1
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π
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2
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× exp [(g − 1)(γA∗ − γ∗A)]

∞∑
m=0

[
(m+ q)!

m!q!

] 1
2

ξ∗m
√
m

× (|γ∗ − 2A∗|)m+q√
(m+ q)!

(γ − g2A)m−1√
(m− 1)!

. (15)

Từ đó chúng tôi tính được độ trung thực trung bình Fav như sau:

Fav = 4N 2(1− (tanh r)2)
(1+q)

exp(−|γ|2)
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]
× (tanh r)2n(n+ q + 1)

|γ|2n

n!

+ 4N 2(1− (tanh r)2)
(1+q)

exp(−|γ|2)
∞∑
n=0

[
(n+ q)!

n!q!

]
× 2(n+ q + 1)

|γ|2n

n!
(tanh r)2n(− tanh r)

+ 4N 2(1− (tanh r)2)
(1+q)

exp(−|γ|2)
∞∑
n=1

[
(n+ q)!

n!q!

]
(tanh r)2n

|γ|2(n−1)

(n− 1)!
n. (16)
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Hình 3: Sự phụ thuộc của độ trung thực trung bình Fav vào r với giá trị q = 2, 4, 5 ứng với γ = 1.47.
Các giá trị q được chọn theo thứ tự tương ứng với đường liền nét, đường chấm chấm và đường đứt
nét.

Sự phụ thuộc của độ trung thực trung bình Fav vào biên độ kết hợp r được thể hiện ở
hình 3. Dựa vào đồ thị, ứng với giá trị γ = 1 chúng ta thấy rằng: khi q = 2 (ứng với đường
liền nét), quá trình viễn tải là thành công với khoảng viễn tải là 0.2 ≤ r ≤ 0.9; khi q = 4

(ứng với đường đường chấm chấm), quá trình viễn tải là thành công với khoảng viễn tải
là 0.2 ≤ r ≤ 0.75; khi q = 5 (ứng với đường đứt nét), quá trình viễn tải là thành công với
khoảng viễn tải là 0.2 ≤ r ≤ 0.7. Như vậy, khi q tăng thì khoảng viễn tải hẹp dần. Ngoài
ra, độ trung thực trung bình cực đại gần 0.8. Bây giờ, ta xét một trường hợp cụ thể với
giá trị q = 2 (trường hợp có khoảng giá trị r lớn nhất). Đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của
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độ trung thực trung bình Fav vào biên độ kết hợp r được cho như hình 4. Đồ thị cho thấy
ứng với giá trị q = 2, khi γ = 1.45 thì độ trung thực trung bình cực đại đạt gần 0.8; khi
γ = 1.50 thì độ trung thực trung bình cực đại đạt gần 0.75; khi γ = 1.99 thì độ trung thực
trung bình cực đại đạt 0.5. Khi tiếp tục tăng giá trị của γ lên thì độ trung thực trung bình
đạt dưới 0.5 nên quá trình viễn tải không thành công nữa. Như vậy, chúng tôi thấy rằng
quá trình viễn tải là thành công ứng với giá trị của γ là 1.45 ≤ γ ≤ 1.99.
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Hình 4: Sự phụ thuộc của độ trung thực trung bình Fav vào r với giá trị q = 2 ứng với γ = 1.45,
γ = 1.50, γ = 1.99. Các giá trị γ được chọn theo thứ tự tương ứng với đường liền nét, đường chấm
chấm và đường đứt nét.

3 KẾT LUẬN

Trong bài báo này, chúng tôi đã tiến hành nghiên cứu tính đan rối của trạng thái
hai mode kết hợp SU(1, 1) thêm một và bớt một photon bằng tiêu chuẩn đan rối Hillery-
Zubairy. Qua quá trình nghiên cứu cho chúng tôi thấy trạng thái hai mode kết hợp SU(1, 1)

thêm một và bớt một photon là một trạng thái đan rối theo tiêu chuẩn Hillery-Zubairy
bậc cao. Mặt khác, chúng tôi cũng đã tiến hành định lượng độ rối bằng tiêu chuẩn độ đồng
quy nhằm khẳng định lại một lẫn nữa trạng thái hai mode kết hợp SU(1, 1) thêm một và
bớt một photon là một trạng thái rối. Khi đã xem xét rằng trạng thái này là một trạng
thái rối thì chúng tôi đã sử dụng nó làm nguồn rối để xây dựng mô hình viễn tải lượng tử;
sau đó đánh giá mức độ thành công của quá trình viễn tải thông qua độ trung thực trung
bình Fav. Kết quả cho thấy quá trình viễn tải lượng tử thành công, các đường biểu diễn
cho thấy độ trung thực trung bình Fav phụ thuộc vào các giá trị tham số đưa vào. Kết quả
này đã một lần nữa khẳng định mối liên quan chặt chẽ giữa việc đánh giá độ đan rối và
sự thành công của quá trình viễn tải lượng tử.
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Title: QUANTITATIVE MEASURES OF ENTANGLEMENT AND QUANTUM TELE-
PORTATION OF THE ONE-PHOTON-ADDED AND ONE-PHOTON-SUBTRACTED
TWO-MODE SU (1,1) COHERENT STATE
Abstract: In this paper, we consider the entanglement properties of the one-photon-added
and one-photon-subtracted two-mode SU (1,1) coherent state. By applying the Hillery-
Zubairy and the Concurrence entanglement criteria, we conclude that the one-photon-
added and one-photon-subtracted two-mode SU (1,1) coherent state is absolutely entangled
states. Then, these state is used as an entangled resource for teleportation of a coherent
state to assess the efficiency of the process via the average fidelity Fav. From the results of
the average fidelity, we show that the teleportation process is successful when the average
fidelity satisfies the condition Fav ≥ 0.5.
Keywords: Two-mode coherent state, entanglement, quantum teleportation.


